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Oplossing van een integraalvergelijking met singuliere kern.

Samenvatting.

Fen samengesteld randwaardewprobleemmet.randm en aansluitings-
voorwaarden, wordt herleid tot een lineaire integraalvergeliljking
met een singuliere kern van het Cauchy-type. Deze integraalvergell] -
king wordt teruggebracht tot een gewone integraalvergelijking, wel:i.
na een transformatie een convolutie-kern blijkt te hebben en met b
hulp van een Laplace-~-transformatie oplosba.ir 1is.

Belangrijk 1s dat de 1ntegraalvergelljkilng behalve een onbekend..
functie, ook nog een onbekende additieve constante bevat; deze mo20
70O bepaald worden, dat de integraalvergeliljking, aan de oplossing
waarvan zekere bijvoorwaarden gesteld worden, een oplossing toelaat.

De oplossing van het randwaarde-probleem wordt gegeven en tot
slot worden enige speciliale waarden van de optredende parameters be-
sproken. '

Dit rapport heeft slechts tot doel de gevonden oplossing van eet.
betrekkell jk gecompliceerd vraagstuk vast te leggen, doch kan daar:
naast mogellijk dienen om een indruk te geven van de methodlek dile
in de theorie en de practijk van de singuliere integraalvergelljk..
met Cauchy-kern en verwante problemen gebruikt wordt.

1. Pormulering van het randwaarde-probleem en opstelling van de
Integraalvergell jking.

In een onderzoek betreffende het gedrag van een zee onder Invloo :
van windkrachten (vgl. de rapporten (1] en [2]) werd een type ranc
waarde-probleem gesuggereerd, waarvan het volgende een voorbeeld

Z1] G,l het geblied Im z > QO en Gg het gebied 2zl ¢ 1, Im z L0 van
net complexe z = x + 1ly -vlak. De gemeenschappelljke rand van (},l L
Gy 21 THQﬁ het decl van de 7 (;1
rand van G,, resp. G, dat i . ﬂﬁ
niet samenvalt met I \ .2
noemen we ., resp. ™ 5 ﬁ Q.

(zie fig.1). o3 ,

HetT probleem bestaat nu /??7WMM : -M<SS
1n de bepaling van complexe " | /7 ///ﬂ “ﬁ\
functiesgs flq(z) en.flz(z)ﬁ £ig.1.

dle gedefinieerd zijn in G +~F} + o, TESP. Go + 'y + o en dis
aan de volgende voorwaarden voldoen:



- D

WO.fszz) (k = 1,2) is analytisch en eenwaardlg in G, en continu
in G+ Pk + P,lg;

2”. langs T (k = 1,2) geldt Refl = 0; (1.1)
20 voor Lzl 1 geldt ‘
$1.(z)= iz + 0(z""); (1.2)
4. langs 'P12 celdt
A ReQ. =251 ReQ),, (1.5)
1
ReQ,l ...X,'(Im01..x)= Re (1, - A (Im Q1 -x), (1.4)

waarin 7\1 en 7\2 cegeven positieve getallen ziin.

Opmerkingen:

1. Langs de rand Y“q 4 T‘g van G,1 -+ rgg -+ sz inclusief het onelindi;
verre punt van G,, is dus cén randvoorwaarde gegeven ((1.1), resy.
(1.2)), langs de scheidingslijn (., van G, en G, zljn twee aan-
sluitingsvoorwaarden gegeven. Men kan bewijzen (zie [(2]), dat het

gestelde probleem hoogstens ééhﬁoplossing toelaat,

2. Ten opzichte van de in bovengenoemd onderzoek optredende proble-

men 1s het hiler geformuleerde probleem speciaal,in zoverre dat

de vorm.der gebileden G1 cn G2 anders kan zZijn en dat 1in plaatﬂ

van de termen » in (1.4),meer algemene functies kunnen optreden.
Een dleperzaande generalisatie krijgen we natuurlijk, wanneer

we 1n plaats van (1.3) en (1.4) twee willekeurige lineaire rela-

Tles met eventueel niet-constante coefficienten tussen Requﬁ

Imﬁﬁq, Ref72 en Im{2, geven.

Het is natuurlijk ook mogelijk, het gestelde probleem als een
probleem voor reele harmonische functies te formuleren. Stellen

\N

we Wy, = Re§7k (k = 1,2), dan kunnen we voor (1.4) schrijven:
QW1 D W1 QW QW |
O S +/\1 (23n+x)m O S +1\2(5n tx),
* g _ 0 D , e a
waarin SE T 3R’ YR -3V de differentiatle 1in tangentilele,

resp. normals richtine. In 2 punten van r&z aandulden. wWat
lult - (1.1), (1.2) en (1.3) ontstaat, is duidelijk.

We zullen het hierboven geformuleerde probleem nu herleiden tot
een integraalvergelijking. Deze herlelding gaat het eenvoudligste
met behulp van een tweetal formules van Plemelj, die ook in het
volgende een essentiele rol zullen spelen.
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Zij I een continu differentieerbare kromme zonder dubbelpunten
in het z-vlak. Zij @ (z) een op U gedefiniecepde ruale of complexe
functle die daar aan de volgende Holder-vo-rwaarde voldoet:

er zijn positieve getallen A en p zodanig dat voor leder tweetal

punten z, en z, van 7 geldt

L
ltp(z,])w k\o(zg)lé A’Z*]""Z2l/M
De functie II(Z)M§%¥T- S (P_E dt | (1~5)

»
is dan analytisch en eenwaardig in het gehele vlak, behalve op [

en nadert (behalve in de eindpunten van [ , wanneer daar P (t)# 0)
continu tot een eindige limilet als z tot een punt to van I' nadert
langs een weg die met |7 geen punten gemeen heeft.

Noemen we de + zijde (- zijde) van [ die zijde die links (rechts)
van |’ 1ligt als 7 in de integratierichting doorlopen wordt, dan
geldt bij nadering aan de + zijde van ' tot een punt to van | (dat
geen elndpunt is)

Q+(to)= 1im Q (Z): 3_':;' (P(t0)+§~%-_—i._ J %—%dt (1.6)
.

Z - to(-f-)

en blj nadering aan de - z1jde
—~ P( T
Zw-;sto(m) . 0 ‘

In deze formules van Plemel) moet de integraal opgevat worden als
hoofdwaarde (in het punt to) in de zin van Cauchy (welke bestaat '
omdat @ (t) aan de Holder voorwaarde voldoet).

Een andere schrijfwijze voor de bovenstaande formules is

N () - ()= @ (t,), (1.8)
SRR TR IR CTO PN s

-
Opm. Als q?(t)x O in een eindpunt van U , dan gelden de formules

ook nogz in dat punt (de integraal bestaat dan, dank zij de Holder-
voorwaarde in de gewone (oneigenlijke) zin).

Voor ultvoerige behandeling en bewljzen van het bovenstaande,
verwijzen we naar Muskhelishvili [3] .

We keren nu terug tot ons probleem. Indlen langs [ ., Re.f11 en
He.glg bekend zijn, dan zijn f)q(z) geheel en f)g(z) op een addltieve

imaginaire constante na bepaald'door de elsen 10, 2% en 30¢
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n functie @ (z) die
in het sehele z-vliak met ultzondering
2.0), (2.7) en (2.8 an (2.4)
(z) direct de oplossing F(x) van (2.2) vinden.
we voorloplg de voorwaarden (2.7) en (2.8) door de min-
(z) in de
oneindig wordt van eindlpe graad,
Het verschil (z) v

voldoet aan dezelfde voorwaarden met het verschil dat

en die
Q ,

UNNer, we
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Fiet




vVoor -1 < x £

vVOoOor X < -7

Verder zal, als een ?
. op grond van (2.9) continu zijn op

analytisch en eenwaardig 1is in het g
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gene probleem vinden,
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Dit is dus, mits
oploss

o II ] ¢ L-iaadrs pLT
L& VO O T*W & @' fﬂﬂ o

ing van de 1integraalvergelljking

We keren nu terug tot de 1Integras jking (2.1). Het is
duldelijk dat als F(x) aan (2.1) voldoet, F(x) ook zal voldoen aan
: velijking die uit (2.12) ontstaat, daarin voor
G(x) het rechteriid van (2.1) substitueren, mits tevens voldaan 13
aan de vergelijking die uit (2.11) ontstaat, irin het
rechterlid van (2.1) gesubstitueerd wordt

In het algeme

wanneer adas

en zal dat laatste natuurlljk geval zijn.
Doch het recl.terlid van (2.1) bevat nog de vrije constante ¢, en
we zullen de

7€

aus zo moeten bepalen, dat aan deze biljvoorwaard

voldaan 1is.

We zZullen echter een enlgszins andere werkwlijze vol
stitueren het rechterlid van (2.1) in (2.12) (waarbij de constante
¢ blijkt te verdwljnen) en van d@'dam ontstane vergelljking be
F(x). deze functie F(x) de
gezochte functies llﬁim) en fl@(z} uit (1.12) en (1.13) en substi-
tueren het resultaat in de met (2.1) aequivalente vergelljking
(?-“)ﬁ waaruit waarde van ¢ volgt. Op deze wljze omze

tevens de vraag, of het a priorl zeker 1s dat de
oplossing is van de vergelijking dile ontstaat door in (2
rechterlid van (2.1) te substitueren,ocok voldoet aan ¢
(2.1) (door ﬁ

i ':,__:.J- el
F s,

palen

we de oplossing

Daarna berelkenen we metg

oy

cevonden F(x),

bevestigend
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Substitutie van het rechterlid van (2.1) in (2.12) levert
1

' ] X 5 ) -
F(x)= ~ sin ™% .cosT™ & . = S % F(t)dt + sinvw ¥ .(c-x)

1
1 1 i -3+ &
- COS WY .coswx.(’l+x)2+5(1-—x)2 §, ] f 1+t) © a/'l""""t .
]

1-Ts

1
J  _ F(s)ds dt+
:

i

] ) 1 \=3- 8 -5+ 0
+ cosmy (14x)2T T (1xy2 ¢ 1 J L"_'FE_L__E___Q{*;EL_- (c-t)dt.
[

Na verwlsseling van de integratie-volgorde in de derde tTerm van
het rechterlid (hetgeen gecorloofd is, vgl.[ 3], §23) kunnen we mct
behulp van de in de appendix te bewljzen resultaten

l

= e [ T+ sin ™ ¥ (1+X)“é”5(1-x)”%+\6(0*x)] 5 (A.3)

COSTrX

deze vergelljking herleiden tot

- EY L
F(x)+cos A (7 +x)2+5(1~x)2“3. 1
T

L L
= —-(14x)° 25(’i«»-----}c)2 E.. (2.13)

Van de integraalvergelijking (2.13) 1s de kern niet singulier,
zodat de gewenste reductie bereikt is.

We kunnen (2.13) nog vereenvoudigen door de substitutie
1

P(x)= (14x)2F T (1x)3 TH(x). f ' (2.14)

Voor H(x) krijgen we dan de volgende vergelijking, geldig voor

]
[ ' H(s
H(X)+ OOSTTS . -_']"rj" f —-——-—-—l dg = “1. (2a1b)
.......‘“] '

T —-XD



L ) L A 3 % g f "._:_.‘ o
3, Oplossing van de ver-elljking (2.15)

De 1ntegraalvergelljking (2.15

bare vorm door de subsatitutie

H(tgh y)+ cos T &

»

1
T

of, na delling door ch y

Stellen we nog

é%i&t @ m

Daar deze vergell jking van het convolutie

+ »0 heefT, Kunnen we hem oplossen met behulp van een
Laplace-transiormatie.
41 ] e
E(p)m / empy K(y)d;’?’ (3¢})

- O

de Laplace-getransformeerde van K(y).

We  kur pr iori bew i ,j L&l

(de con-

kere strook

dat deze integraal convergeert als p 1n een
vergentie strook, vpl. v.d.Pol-Bremmers [ 4])vanhet conplixe |

Immers, de functie F(x) 1is nul voor x = 1 en voldoet aar
voorwaarde, dus er 1s ecen ¢ > 0, zodanig dat in de omgeving van X = |
P(x)= 0((1-x)% ).

Met (2.14) volgt hieruit dat hier H(x)s=

1~e“2y -2y , .

grote y  tgh y = ——s ~1-2e 7, dus hier geldt H(tgh
T+ 7

en dus volgens (3.1)

_*ﬂ. 4 Iﬁﬁ'.} 4, ﬁﬁ
AW %

- 0(e (wwzamexjyd

K(y)= 0 (g(£+5>yl-

Analoo. poldt in de omgeving van X

F(x)= 0((14x)% ) 2) , H(x)= o((1+x)




Daar - £ ¢ §<¢ 3 en € >
deze valt althans jedee

De Laplace-gotransformeerde van wgwm 1s

_ W{ (ﬁ.u)

(vgl., Dbv.
formeerde van deze functie gegeven, de
daar dlrect ult af te leilden; ook uilt de
formules (3.5) en (3.8) volgt dit resultas
De convergentle-strook voor deze transform

Magnus-Oberhettinger | 5], hier

s

die van
de integraal in vergelijking (3.2) de ¢
1DDe¢ 1 ij

en we Krijgen dat 1in de gemeans

K(p) {

ol

Hierult volgt met behulp van de omkeer-formule

+180 +p_ ,,
o Fo DY

p+cosg w 8

zodanlyz dat de integratlewep in de

ot¥

waarin P, een reeel getal 1s,

an is zeker vol-

gemeenschappelljke convergentie-strook ligt; hlere
daan als Max (-1,-23 -2 &) ¢p, ¢ ¥+2 £), dus bijvoorbeeld
door p. = -2 Y

We berekenen de inte oraal ( fﬁ O
langs

geven contour
m ﬁw
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punten

De residuen

in p

{

in p =

Met de residuen-stelling volgt dus ult (3,7)

- j 13 _ :g?
- 41 o™ gn 2y.K(y)= ik o™ (29

s

J = %+ volgt uit (3.5) en (3.8) met ¢ = 4 direct
Verder zilen we uit (3.8) dat de convergentle-strook
; Re p }&’ 2-2 4 . Deze overlapt dus aanzienlijk de a priori beps

de formule (3.4).
al’

P N
o
¥
L

en daar uilt x

vinden we




waarmee de oplossing van de integraalvergelijking (2.13) verkregen 15.

Het 1is duldelijk dat P(x) voor x = 0 niet singulier
wordt de noemer van (3.10) daar nul.

Verder zlen we dat de gevonden functie F(x) inderdaad nul is in

K= i 1 en aan de Holder voorwaarde voldoet voor -1¢& x €1 , want F(ﬁ)

, ook al

is continu differenticerbaar i ran dat interval 2n
gedraagt zich als (1 + X ) | -d- 171 X | L 1 m) in de punten

X = + 1.

De gevonden functie F(x) uit (3.10) is dus de enige functie die
eventueel aan de oorspronkelijke integraalvergelijking (2.1) voldoet.
6f hij voldoet en zo ja, voor welke waard
stante ¢ uit (2.1), zal nog moeten blijken.

onbexende con-

4 dBer’el«;ening vanQ(Z).?Oz(z) .

Uit (3.10) en de substituties van het begin ve

n 2. volgt

f(x) cos T O F(x)=

-
Ao

X

O+, P
R e S 1 4x 1+ '*'31.... ‘ K
?7\2 X

!
.. 3
-+
el
+
P

b
Ay

Substitueren we deze functie in (1.12), resp. (1.13)., dan vinden we

waarin




In de appendlx berckenen we

13 ( > ) — L;' gc os W 3 = n qﬁ'

geldlig voor Im z > O:

88 sinm § cos T ¥ -8

cos“myY -

Ip{z)= -

geldlg voor Im z ¢ O.
We verifieren hieruit onmiddellijk dat op [ ..

re {1 L (x)=A , f(x), RefllS (x)=A, £(x), in overee
(1.10) en (1.11). en dus met (1.3).
c

~ + +,
A o Imﬂq(x)w}{ ) Re I:,)(,,{) i
* T co8 T & T T2 sinT &

Verder geldt op T 1

_ 2 0 cté sinw¥ -2 Ycosm¥ -x coswd + x




e moeten nu veri
trekking (1.%) voldaan is.
In ve I’\ and met (1.10) en (-

"
€

%

A=) £(x)+ 2

in daar ult de relaties uit

ot
il ?

A “‘A1 sin T
/ COS 1w ¢&

unnen we hier na d

= sinTwy{.

Substitueren we in het rechterlid
dan blijkt na eni

rekenen dat ind

n- - ¥si
Sinw § (CoO8 w

1

Hiermee 1s dus tevens aangetoond, , 3 > de ,
l-vergelijking (2. en oploss > 1 de Le

£ (3.10).

de functies

vVa




5. Bijzondere gevallen.

A\

We beschouwen nog enige bijzondere waarden van de parameters .
en X .
A.Zi3 AL = A .

Dan geldt volgens het begln van 2. &a = 0, b = 2 A g_g tg ™ ¥y = 0,
cos Wo =%, dus ¥ = 0, ' =

Uit (4.7) en (4.8) vinden we dan na enlig rekenen

L S 2 Tt 2 3
() (z) 9 ( ) = ? [‘]+ 22-- e 3-E“l-H»z)E(’I------»z)zr ---65 (1-!—2)3(1"--«2)5 ]
‘ (4.9)

O1 (z) en O 5 (z) vormen dus samen een functie, die continu 1s 0Op
r12 . D1t is ook geheel 1in overeenstemming met de overgangsvoorwaar-
den (1.3) en (1.4).

Natuurlil jk kan deze functile, die we O (z) kunnen noemen, Op eén
eenvoudiger wiljze bepaald worden. Immers () (z) is een in G+ V12+(}2
cenwaardige analytische functie, waarvoor op r’l + I ~ g€ ldt ,

Re {) (z)= 0, terwijl voor grote z () (z)= iz+ O(:_z'"""'ll ), waarult volgt
dat w = -1 {) (z) het gebled G, + rm + G, afbeeldt op het gebled

1
Im w > O, zodanig dat de omgeving van z xR identiek wordt afgebee ld

*)

1

op dle van w =X ,

B. Laat A’I tot nul naderen.

Dan geldt a — ﬁeﬁ b --—aﬁgﬁ tg'ﬁ"x > , cosvé\—; A2 ; dus
N o ;{ 1+ 715
J-~> 8 . 2

In (4.7) kunnen we niet zonder meer & = ¥ substltueren, het bJ__L -t
echter dat de vorm tussen vierkante haken een eind ige limlet hee:tt

\
voor ¢ — § , zodat we vinden

1im Q,’(z)m iz, % | (4.10)
A,l---a O

En uit (4.8) vinden we

e O L e in¥ 2 _-mif__wid 1+Z)1+20’ _gy1-28 y

A1 2(5)“" - > Z sin T« § ' (4.11)
A, = C

metﬁm%;arc ctg R250<){<~§3.

Ook deze resultaten zljn in overeenstemming met wat in 4dit geval
uit (1.3) en (1.4) ontstaat, nl. dat op [ 1o Beldt

Re 01 = 0, Rngm hz Imogmm AEK‘
4) Dat uit (4.9) volgt dat () (z)= iz+ O(z:""'"'/l ) 1s eenvoudig in te zien,
daar voor Im z > 0 geldt 1 - z = (z-«--«-f’l)ew"!T 13 dus

] ~SEN) 2 Y/
Q(Z)m -31—‘5 [T‘H?:;2+(Z+'] )/3( D - )2/3(:'&-“1 )/3:_}
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Omgekeerd kunnen uit deze randvoorwaarden, samen met (1.1) en (1.2),
de resultaten (4.10) en (4.11) weer direct gevonden worden. Voor
(4.10) is dat triviaal: de bepaling van {),(z) kunnen we na
afbeelding wvan GQ Op een half vliak herlelden tof de oplossing van &n

probleem dat overeen komt met het voor de functie CI)(Z)'uit 2. ge-
stelde probleen, '
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VAN contour-

le kunnen deze integralen alle berekenen ¢

egratie,

'l

Voor de bere

s

Z niet reeel tussen -1 en + . %y

W

a

ﬂ §4
71 recel met modulus g

van Pleme | vOolzt C

T (xss)+ I (x,8) )= I, (x,s

ir

teg
ﬁ?’ - .:-ﬁji?}

Tgagabi

. lz,8) beschouwen

Ty X \

T

- W~
4 - A

re ngzs de in fig., 3 aange- | W vl Ak

geven contour C.
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w ¥ S ; .
zijn w = z
ol @rﬁ | : o ‘-ﬁd}

indig is nul, daar de interrand zich

Tz e i

4 "’ 1
s' " l Sk . . — -aa;:i:r-:u;na-
e

De berekening

gy

schouwen nu

De integrand hezf't cen pool in w =

+..., dus volgens de residuenstelling geldt

aaruit volgt

&
i

o

it

Wk
Ard i U
A~ *’:;Mg}
1

f ey ¢
IE(K)M COS T

Daar de integrand van gulier is voor z = U

perekening van I
N |

7
A



De polen van

de
zlch als

integrand z1jn

integrand

Hoon,ppen

i

Hierult volgt
J;(z,oﬂé\)+ J>(z, =

.’*‘

3

ls z In het bovenste halve viak lig
0 peldt

.4) vinden we nu dat voor Im z >

F‘?’:f
o

Voor de berekening

J

gty
J:hn 'ﬂf

o
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wnefi

Hpc e E‘ 3{;!m f?!h‘:'ki .



Als z in het onderste halve vlak ligt, dan is z-1=(1-2z)e T
Met (A.6) vinden we dan

I, (2)= _8¢sinw COS T & +82fc‘sv J sinT 5
cos“mTy¥ - cos“wd

iy 4 _d-
o TL(CHY) y o 1HEHT 1-d-%

sinmT(J§& + ¥

N a, ‘ _%» _
"Tri(u“x)1+z1"é+X 1w 1+0-¥
z sinw (& - ¥ _

1 -e
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